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Geometreg Cyfesurynnol : Crynodeb						(uned 9)
Mae’r cwestiwn gyntaf ar arholiad C1 bob amser yn ymneud a Geometreg Cyfesurynnol. Defnyddiwch yr enghreifftiau yn eich nodidau fel cymorth er mwyn ateb y cwestiynau yn bapur trosodd.
Dyma crynodeb o’r ffeithiau a’r fformiwlâu bydd angen i chi dysgu er mwyn gallu ateb y cwestiynau.
Yr unig ffordd i adolygu am lefel A Mathemteg yw i gwneud cwestiynau.
Cwblhewch y cwestiynau trosodd.


1. Hafaliad llinell    y – y1 = m(x – x1) (Equation of a line)
Os yw cwestiwn yn gofyn i chi ddarganfod hafaliad llinell dechreuwch trwy ysgrifennu y fformwla hon i lawr. Amnewidiwch werth y graddiant (gradient) yn lle ‘m’ a rhowch gyfesurynnau y pwynt y gwyddoch sydd ar y llinell mewn yn lle x1 a y1. (Os gwyddoch ddau bwynt sydd ar y llinell dewiswch un, nid oes ots pa un y byddwch yn ei ddefnyddio).    
Mae dau ffurf derbyniol i adael hafaliad llinell syth sef,		
y = mx + c	          neu		ax + by + c = 0

2. Graddiant		m = y1 – y2  				
			      x1 – x2  
Pan gwyddoch ddau bwynt sydd ar linell, gellir cyfrifo’r graddiant gan ddefnyddio’r fformwla uchod.


3. Llinellau paralel	m1 = m2 
Os yw dwy linell yn paralel bydd graddiant y ddwy yn hafal.


4. Llinellau perpendicwlar	m1m2 = -1
Os yw dwy linell yn berpendicwlar (perpendicular).  mae lluoswm eu graddiannau yn hafal i -1.
Gellir defnyddio’r fformwla hon i brofi bod dwy linell yn berpendicwlar. Darganfyddwch y ddau graddiant, a dangoswch eu bod nhw’n lluosi i roi -1
Os rhoddir graddiant un llinell i chi a gofynnir i chi ddarganfod graddiant llinell sy’n berpendicwlar:
· Os yw’r graddiant yn rhif cyfan, mae’r graddiant yn 1 dros y rhif a newidiwch yr arwydd 
Ee Graddiant llinell yw -5. Beth yw graddiant llinell sy’n berpendicwlar i’r llinell hon?
Ateb:      1/ y rhif a newid yr arwydd   ->  1/5  
· Os yw’r graddiant yn ffracsiwn, trowch e ben i waered (upside down) a newidiwch yr arwydd.
Ee graddiant llinell yw ¾. Beth yw graddiant llinell sy’n berpendicwlar i’r llinell hon?
Ateb:  Troi e ben i waered a newid yr arwydd   ->  -4/3 

5. Pellter rhwng dau bwynt
Defnyddiwch y fformwla ganlynol i gyfrifo’r pellter:
[image: ]

6. Canolbwynt llinell sy’n cysylltu dau bwynt
Cyfesurynnau canolbwynt llinell sy’n cysylltu’r pwyntiau (x1 , y1)  ac  (x2 , y2) yw
				[ ½( x1 + x2)	,  ½( y1 + y2) ]

7. Hafaliadau Cydamserol
Os oes angen darganfod cyfesurynnau pwynt ble mae dwy linell yn croestorri, datryswch hafaliad y ddwy linell yn gydamserol (solve the simultaneous equations).
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Cwblhau’r sgwâr : Crynodeb							(uned 3)

Mae cwblhau’r sgwâr yn golygu ail ysgrifennu ffwythiant cwadratig yn y ffurf (x + a)2 + b.
Prif bwrpas gwneud hyn yw er mwyn gallu darganfod gwerth lleiaf / mwyaf y ffwythiant.

Enghreifftiau
1.  (a) 	Ail ysgrifennwch y ffwythiant x2 + 6x + 14 yn y ffurf (x + a)2 + b.
    (b) 	Ysgrifennwch werth lleiaf x2 + 6x + 14 a’r gwerth cyfatebol o x lle mae hyn yn digwydd.

    (c)	Ysgrifennwch werth mwyaf 
Ateb: 
(a)  	x2 + 6x + 14			Yn gyntaf meddyliwn; er mwyn cael x2 + 6x bydd rhaid i 
       	=  (x + 3)2 – 9 + 14		ni gael  (x + 3)2. Felly ar ochr y dudalen ehangwn y ( ):
       	=  (x + 3)2 + 5				(x + 3)2      =    (x + 3)(x + 3) 
							(x + 3)2      =    x2 + 3x + 3x + 9
							(x + 3)2      =    x2 + 6x + 9		Symud y ‘+ 9’
							(x + 3)2 - 9 =    x2 + 6x
				     Nawr ysgrifennwn (x + 3)2 – 9 yn lle x2 + 6x yn ein mynegiad uchod
(b)   	Os byddwn yn sgwario unrhyw beth, byddwn bob amser yn cael ateb positif. Felly y lleiaf 
        	posibl y gall (x + 3)2 fod yw 0, ac o ganlyniad gwerth lleiaf (x + 3)2 + 5 fydd 5 
       	Mae hyn yn digwydd pan fo (x + 3)2 = 0, hynny yw pan fo x = -3.
(c)	Pan fydd ffracsiwn gennym gydag un ar y top, bydd y ffracsiwn hwn ar ei fwyaf pan fydd 


y gwaelod ar ei leiaf (ee mae  yn fwy na ).

	Felly gwerth mwyaf  fydd pan fo x2 + 6x + 14 ar ei leiaf sef 5.


	Ateb ->   Gwerth mwyaf    yw   

2. Ail ysgrifennwch    3x2 + 12x + 3    yn y ffurf    a(x + b)2 + c
	 3x2 + 12x + 3		Rhannu 12 gyda 3 ac yna haneru ->  2,  felly sgwariwn (x + 2) ac 
    	=  3(x + 2)2 – 12 + 3		yna lluosi ein ateb gyda 3		
       	=  3(x + 2)2 - 9				  3(x + 2)2      =    3(x + 2)(x + 2)
							  3(x + 2)2      =    3(x2 + 2x + 2x + 4)
							  3(x + 2)2      =    3(x2 + 4x + 4)
							  3(x + 2)2      =    3x2 + 12x + 12	 Symud y ‘+ 12’
							  3(x + 2)2 - 12    =   3x2 + 12x

3. Ail ysgrifennwch   22 – 6x - x2     yn y ffurf    a - (x + b)2    ble mae ‘a’ a ‘b’ yn gysonion.
	22 – 6x – x2       ->  lluosi pob term a -1  ->      -22 + 6x + x2.   Aildrefnu’r termau:
	x2 + 6x – 22				Hanner 6 yw 3 felly sgwario (x + 3)
       	=  (x + 3)2 – 9 - 22				   (x + 3)2      =    (x + 3)(x + 3)
       	=  (x + 3)2 - 31				   (x + 3)2      =    x2 + 3x + 3x + 9
       Lluosi pob term a -1				   (x + 3)2      =    x2 + 6x + 9	    Symud y ‘+ 9’
       	- (x + 3)2 + 31				   (x + 3)2 - 9    =   x2 + 6x
 	neu   31 – (x + 3)2							
 (Sylwch fod (x + 3)2 yn derm felly pan fyddwn yn newid arwydd y term, dim ond yr arwydd o flaen y term sy’n newid. Nid yw’r arwydd tu fewn i’r cromfachau yn newid).

Cwestiynau Cyn Bapur
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Rhannu Polynomialau : Crynodeb			         		(uned 11)

Theorem y ffactor (The factor theorem)
Os byddwch yn cael yr ateb sero wrth amnewid rhif ‘a’ i mewn i polynomial, yna mae (x – a) yn ffactor o’r polynomial. Gellir dangos hyn trwy enghraifft syml.

Enghraifft 1: Defnyddiwch y theorem ffactor i ddangos fod (x + 2) yn ffactor o x2 - 2x – 8.
Ateb:	Yn ôl y theorem ffactor mae (x – a) yn ffactor os yw amnewid ‘a’ yn y polynomial yn rhoi 
ateb 0. Yma byddwn yn amnewid -2 gan fod (x + 2) yr un peth a (x - -2)
	x2 – 2x – 8				Gwna hyn synnwyr oherwydd, os byddwn yn
       =	(-2)2 - 2 x -2 – 8			ffactorio x2 + 2x – 8 cawn (x – 2)(x + 4), 
	       = 4 - -4 – 8  =  0  (Cywir)		h.y. ffactorau x2 + 2x – 8 yw (x + 4) ac (x – 2)

Nid oes angen y theorem ffactor arnom i ffactorio polynomialau lle mae x2 yw’r pŵer uchaf. Pan fydd gennym polynomial gyda pŵer uwch na 2, mae’r theorem ffactor yn ddefnyddiol iawn fel y dangosir yn yr enghraifft nesaf.  	  

Enghraifft 2
Ffactorwch 2x3 + x2 – 13x + 6
Ateb: 	Nid ydym yn gallu ffactorio fel y gwnawn gyda ffwythiant cwadratig felly rhaid i ni 
ddefnyddio’r theorem ffactor i geisio darganfod ffactor. (Gwnawn hyn trwy amnewid 
rhifau a cheisio cael un sydd yn rhoi ateb 0 i ni).
	Amnewid 1    f(1) = 2 x 13 + 12 – 13 x 1 + 6  
       =   2      + 1  -    13    +  6  =  -4  ->  Nid yw (x - 1) yn ffactor
	Amnewid -1   f(-1) = 2 x (-1)3 + (-1)2 – 13 x -1 + 6  
       =      -2       +    1   -    -13   +  6  =  18  ->  Nid yw (x + 1) yn ffactor
   	Amnewid 2    f(2) = 2 x 23 +  22 – 13 x 2 + 6  
       =    16     +  4  -    26   +  6  =  0  ->  Mae (x - 2) yn ffactor
Nawr byddwn yn rhannu  2x3 + x2 – 13x + 6  gyda (x - 2)

		       2x2 + 5x - 3	     .  
	  x – 2	      2x3 +  x2  – 13x + 6		  Felly 2x3 + x2 – 13x + 6  =  (x – 2)(2x2 + 5x – 3)
		      2x3 – 4x2			  a trwy ffactorio yr ail ddarn:		 
			     5x2 – 13x				2x3 + x2 – 13x + 6  =  (x – 2)(2x – 1)(x + 3)
			     5x2 – 10x   
				  - 3x  + 6 
				  - 3x  + 6  
					0
Gellir defnyddio’r theorem ffactor hefyd i greu hafaliad y gellir ei ddatrys.

Enghraifft 3
O wybod bod   (x + 3)   yn ffactor o’r polynomial  2x3 – x2 – px + 15, darganfyddwch werth ‘p’.
Ateb:   Os yw (x + 3) yn ffactor yna bydd f(-3) = 0.
		2 x (-3)3 – (-3)2 – p(-3) + 15 = 0				
		2 x -27   -   9    + 3p    +  15 = 0			
		   - 54  -  9 + 3p + 15 = 0
			3p – 48 = 0
			   3p  =  48    ->    p = 16









Enghraifft 4 
(a) Rhannwch  x3 – 2x2 – 23x - 60 gyda (x – 4)
(b) Ffactoriwch yn llwyr   x3 – 2x2 – 23x – 60
(c) Trwy hyn, datryswch yr hafaliad   x3 – 2x2 – 23x – 60 = 0

Atebion: 
(a)		    x2 + 2x  - 15		  .		(b)  Mae   x3 – 2x2 – 23x – 60  felly
 	 x – 4    x3  – 2x2  – 23x – 60				= (x – 4)(x2 + 2x – 15)
	            x3  - 4x2					      		= (x – 4)(x + 5)(x – 3)
			  2x2  - 23x					
			  2x2  -  8x				(c) Defnyddiwn yr un dull a gyda
				 - 15x  - 60		    hafaliad cwadratig:
				 - 15x  - 60		        x3 – 2x2 – 23x – 60 = 0
					 0				(x – 4)(x + 5)(x – 3) = 0
								     x – 4 = 0  ;  x + 5 = 0  ;  x – 3 = 0	
								       x = 4     ;     x = -5    ;     x = 3


Theorem y gweddill
Pan fyddwn yn rhannu 35 gyda 4, cawn yr ateb 8 gweddill 3. Mae hyn oherwydd nid yw 4 yn ffactor o 35.
Yn yr un modd, pan fyddwn yn rhannu polynomial gyda mynegiad sydd ddim yn ffactor bydd gweddill gennym.
Er mwyn darganfod y gweddill hwn, gallwn wneud hyn trwy un o ddau ddull
1. Y dull hir:  Defnyddio rhannu hir (fel yn yr enghraifft uchod). Ar waelod y swm rhannu, cawn y gweddill.
2. Defnyddio Theorem y Gweddill. Os ydym am ddarganfod y gweddill pan fyddwn yn rhannu polynomial gyda (x – a), gallwn ddarganfod y gweddill trwy amnewid ‘a’ yn y polynomial. (Mae hyn yn debyg i Theorem y ffactor).

Enghreifftiau
1.  Darganfyddwch y gweddill pan fydd 2x3 – 3x2 – 9 yn cael ei rannu gyda (x + 2).
Ateb:	  Rhannu gyda (x + 2) felly cyfrifo f(-2)
		f(-2)  =  2 x (-2)3 – 3 x (-2)2 – 9 
			=     -16  -  12  -  9   =  -37
	   Felly y gweddill yw -37

2. Pan gaiff y polynomial 6x3 + ax2 – 3x – 2 ei rannu â x + 2, y gweddill yw –24. Dangoswch
    fod a = 5. 													
Ateb:  Rhannu gydag x + 2 felly amnewid -2
			f(-2)  	=  -24 						-56 + 4a = -24
			6 x (-2)3 + a(-2)2 – 3 x -2 – 2  = -24  		  	         4a = 32   
	 	   -48 + 4a - -6 – 2 = -24						 a = 8

Mewn rhai cwestiynau bydd dau lythyren nad ydych yn gwybod eu gwerthoedd a dau ddarn o wybodaeth lle gellir defnyddio’r theoremau. Yn y sefyllfa hwn, crëwch ddau hafaliad cydamserol a’u datrys.
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Symud Graffiau : Crynodeb								(uned 8)


Pan roddir graff o ffwythiant i chi, gellir braslunio graff o ffwythiant tebyg gan ddefnyddio’r rheolau canlynol:
Yn gyntaf penderfynwch a yw’r newid a wnawn i’r ffwythiant yn digwydd cyn neu ar ôl gwneud y ffwythiant. Fel arfer bydd pethau sy'n digwydd cyn y ffwythiant mewn cromfachau a phethau sy’n digwydd ar ôl y ffwythiant tu fas i’r cromfachau.
· Bydd pethau sydd tu fewn i’r cromfachau yn effeithio ar gyfesuryn x bob pwynt ar y gromlin.
· Bydd pethau sydd tu fas i’r cromfachau yn effeithio ar gyfesuryn y bob pwynt ar y gromlin. 

Mae pethau sy’n effeithio ar y cyfesurynnau x yn cael yr effaith wrthdro. Hynny yw, bydd lluosi yn golygu eich bod yn rhannu bob cyfesuryn x, bydd adio yn golygu eich bod yn tynnu o’r cyfesuryn x ac yn y blaen.
Mae pethau sy’n effeithio ar y cyfesurynnau y yn gwneud hynny yn y modd arferol. Hynny yw bydd lluosi yn golygu lluosi bob cyfesuryn y, adio yn golygu adio at bob cyfesuryn y ayyb.

Enghreifftiau
1. Pa effaith fydd bob un o’r trawsffurfiadau canlynol yn cael ar  graff y = f(x)
(a)   y = f(x) + 3	Mae’r +3 tu fas i’r cromfachau (h.y. yn digwydd ar ôl y ffwythiant) felly 
bydd hyn yn effeithio ar gyfesuryn y bob pwynt
  			Ateb:  Adio 3 i bob cyfesuryn y  ->  Symud y graff 3 lan.

(b)   y = f(x + 3)	Mae’r +3 tu fewn i’r cromfachau ac felly yn digwydd cyn y ffwythiant. 
Golyga hyn ei fod yn effeithio ar y cyfesurynnau x, ac yn ei effeithio yn y 
ffordd wrthdro i +3 sef -3.
Ateb:  Tynnu 3 o bob cyfesuryn x  ->  Symud y graff 3 i’r chwith.

(c)   y = 2f(x) 	Tu fas i’r () felly lluosi cyfesuryn y bob pwynt gyda 2  ->  Estyn y graff lan a 
lawr gyda ffactor graddfa 2.

(ch) y = f(3x)	Tu fewn i’r cromfachau (gwrthdro i luosi yw rhannu) felly rhannu cyfesuryn 
x bob pwynt gyda 3  ->  Gwasgu’r graff i mewn (o’r chwith a’r dde) ffactor 
graddfa 3.

(d)   y = -f(x)	Tu fas i’r () felly lluosi cyfesuryn y bob pwynt gyda -1 / newid arwydd 
cyfesuryn y bob pwynt.  ->  Bydd y graff yn adlewyrchu yn yr echelin y.

(dd) y = f(-x)	Tu fewn i’r () felly rhannu cyfesuryn x bob pwynt gyda -1 / newid arwydd 
cyfesuryn x bob pwynt.  ->  Bydd y graff yn adlewyrchu yn yr echelin x.

(e)   y = f(¼x)	Tu fewn i’r () felly effeithio ar y cyfesurynnau x. Mae ¼ yr un peth â rhannu 
4 a gwrthdro hyn yw lluosi 4. Felly rydym yn lluosi bob cyfesuryn x gyda 4.
Estyn y graff ffactor 4 i’r chwith a’r dde. 
			


Enghreifftiau tebyg i gwestiynau arholiad
1. 	Mae’r diagram yn dangos braslun o graff y = f (x). Mae gan y graff bwynt macsimwm
	(uchafbwynt) yn (3, 4) ac mae’n croestorri’r echelin-x yn y pwyntiau (–1, 0) a (7, 0) a’r 
	echelin-y yn y pwynt (0, 2).
	(a) Brasluniwch graff y = f(x + 2), gan nodi cyfesurynnau’r pwynt arhosol a chyfesurynnau
croestorfannau’r graff â’r echelin-x. 								  [3]
	(b) Brasluniwch graff y = f(x) + 3, gan nodi cyfesurynnau’r pwynt arhosol a chyfesurynnau
croestorfan y graff â’r echelin-y. 								  [3]

        




		 y=f(x)				Ateb (a) -> y = f(x + 2)		     Ateb (b) ->  y = f(x) + 3
[image: ]

					Tynnu 2 o gyfesuryn x			Adio 3 i gyfesuryn y  
         bob pwynt				       bob pwynt

2. 	Mae’r diagram yn dangos braslun o graff y = f(x). Mae’r graff yn mynd trwy’r pwyntiau 
	(–2, 0)a (6, 0) ac mae ganddo bwynt minimwm (isafbwynt) yn (2, –3).
[image: ]

	Brasluniwch y graffiau canlynol, gan ddefnyddio 
	gwahanol set o echelinau ar gyfer pob 
	graff. Ym mhob achos, dylech nodi 
	cyfesurynnau’r pwynt arhosol a chyfesurynnau 
	croestorfannau’r graff â’r echelin-x.
	(a) y = f(½x), 					   [3]	(b) y = –2f(x). 					   [3]

Atebion:[image: ]

(a) (b)    [image: ]









           Lluosi cyfesurynnau x gyda 2	 		     Lluosi bob cyfesuryn y gyda -2	
                  ( x2 yw gwrthdro ½)
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Differu : Crynodeb				      					(uned 10)


Y rheol differu (Differentiation)
Pan bydd angen i chi ddifferu ffwythiant, byddwn fel arfer yn gwneud hynny trwy ddefnyddio’r dull cyflym, sef defnyddio’r fformwla


		Os yw  y = axn        yna bydd         =  an xn-1  
	Hynny yw lluoswch yr hen bŵer gyda’r rhif o flaen yr x (cyfernod 
y term) a tynnwch un o’r hen bŵer i gael y pŵer newydd.

Enghreifftiau  
Differwch bob un o’r canlynol:

(a)  y = 3x5    ->     = 15x4  

(b)  y = 7x3 + 10x2 – 9x + 3	->       = 21x2 + 20x – 9
(Mae term o x yn troi mewn i rif a bydd unrhyw rif yn diflannu)

Rheolau Differu.
Cyn y gallwn ddifferu ffwythiant, rhaid dilyn y canlynol
1. Rhaid diddymu unrhyw gromfachau
y = (x + 3)(2x – 7)		(diddymu cromfachau)

y = 2x2 – x – 21 	     -> 		 = 4x – 1

2. Rhaid torri ffracsiwn gyda llinell hir i fod yn ffracsiynau ar wahân.

y =    ->   Torri i ffracsiynau ar wahân a symleiddio.





y =   ->    y =         ->           =       =      

3. Rhaid newid israddau i fod yn bwerau ffracsiynol.





y = 	->      y =      ->      =    =    neu  

4. Rhaid newid unrhyw dermau ble mae x ar y gwaelod i fod ag x (gyda pŵer negatif) ar y top.



y =      ->    y = 4x-1 + 3x-4       ->      = -4x-2 + -12x-5   neu   
 
Differu o egwyddorion sylfaenol (Differentiation from first principles) [Dull Mr. Hubbard]


Hon yw’r broses hir o ddifferu ble mae’n rhaid defnyddio  a .
· 

Dechreuwch trwy ysgrifennu eich hafaliad mas ac amnewid    y +     a   x +    yn lle y ac x.
· Gwaredwch unrhyw gromfachau ar yr ochr dde a symleiddiwch. 
· Amnewidiwch y ffwythiant o x yn lle y (hynny yw os mai y = x2 + 5x – 6 oedd eich hafaliad gwreiddio;, ysgrifennwch x2 + 5x – 6 yn lle y) ar yr ochr chwith ac wrth dynnu’r termau o x o’r ddwy ochr byddwch yn cael hafaliad sy’n darllen       

 = _____   

gyda bob term ar yr ochr dde yn cynnwys .
· 
Rhannwch bob term ar yr ochr dde a’r chwith gyda  a bydd gennych hafaliad 

			______
· 
Bydd yr hafaliad hwn yn cynnwys un term o .
· 


Nawr ysgrifennwch   Limit -> 0    ->   = ________
Rhaid gwneud y darn olaf yn y modd hwn i gael marciau llawn

Enghraifft
(a) Differwch y = 3x2 - 5x + 2 o egwyddorion sylfaenol.
(b) Darganfyddwch graddiant y gromlin yn y pwynt (i) x = 2	(ii) x = -3

(a)  Dechrau trwy amnewid y pwynt (x + x, y + y) yn yr hafaliad y = 3x2 - 5x + 2
 					y + y = 3(x + x)2 - 5(x + x) + 2
Ehangu’r cromfachau:				y + y = 3(x + x)(x + x) - 5(x + x) + 2
							y + y = 3(x2 + xx + xx + (x)2) - 5x - 5x + 2
							y + y = 3x2 + 6xx + 3(x)2 - 5x - 5x + 2
 Gan fod y = 3x2 - 5x + 2 amnewid:	3x2 - 5x + 2 + y = 3x2 + 6xx + 3(x)2 - 5x - 5x + 2
						   - 3x2 +5x - 2	     - 3x2 + 5x - 2
							       y =  6xx + 3(x)2 - 5x
Rhannu’r ddwy ochr gyda x er mwyn		       y   = 6xx + (x)2 - 5x
cael y/x sef y graddiant			       x        x      x        x
Canslo’r x ar y top a’r gwaelod:			       y  =  6x + x - 5
							       x
x -> 0 Limit  y =  	dy  =  6x - 5		(Bydd y x yn 0 felly yn diflannu)
				 x	dx

(b) 	(i) Mae dy = 6x – 5 felly pan fo x = 2 bydd 	dy = 6 x 2 – 5 = 7
		  dx					      	dx

 	(ii) Mae dy = 6x – 5 felly pan fo x = -3 bydd 	dy = 6 x -3 – 5 = -23
		   dx					      	dx
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Pwyntiau Arhosol : Crynodeb							(uned 10)


Pwynt arhosol (stationary point) yw un ble mae’r graff yn newid cyfeiriad.


Mae tri math o bwynt arhosol. (Dangosir hwy yn y lluniau gan P)

      1.	Macsimwm		     	    2.  Minimwm			     3. Pwynt ffurfdro sefydlog
	(Maximum)			        (Minimum)				(Point of inflexion)
    [image: ]




Ym mhob un o’r pwyntiau hyn mae graddiant y gromlin yn sero. Byddwn yn defnyddio’r ffaith hwn i ddarganfod eu lleoliad. Byddwn yn differu ein ffwythiant i ddarganfod . Rhown  = 0 a datrys yr hafaliad a gawn.



Er mwyn darganfod natur y pwynt arhosol (hynny yw pa un o’r uchod ydyw), byddwn yn differu eto i ddarganfod ac yn defnyddio’r canllawiau canlynol:
· 
Os yw  > 0  yna Minimwm yw’r pwynt.
· 
Os yw  < 0  yna Macsimwm yw’r pwynt.
· 
Os yw  = 0  yna mae hyn yn awgrymu mai pwynt ffurfdro  sefydlog sydd gennym. Er mwyn profi hyn, rhaid i ni edrych ar graddiant y gromlin cyn ac ar ôl y pwynt i wneud yn siŵr. 
- Os yw’r graddiant yn +, 0, – yna Macsimwm ydyw (/ ‾ \).
- Os yw’r graddiant yn -, 0, + yna Minimwm ydyw (\ _ /).
- Os yw’r graddiant yn -, 0, - (\-\) neu’n +, 0,+ (/-/) yna pwynt ffurfdro sefydlog 
   ydyw.

Mae pwyntiau arhosol yn ddefnyddiol iawn ar gyfer llunio braslun o gromlin.

Ateb y Cwestiynau Arholiad
Mae’r cwestiynau arholiad yn y gorffennol i gyd wedi gofyn i chi ddarganfod lleoliad a natur pwyntiau arhosol. Weithiau byddant yn gofyn i chi lunio braslun o’r gromlin gan ddefnyddio eich ateb. Er mwyn ateb cwestiwn arholiad byddwch fel arfer yn dilyn y broses ganlynol.
1. 
Differwch eich ffwythiant i ddarganfod .
2. 
Rhowch = 0 (gan fod graddiant y gromlin yn unrhyw bwynt arhosol yn 0) a datryswch eich hafaliad i ddarganfod cyfesuryn(nau) y pwynt(iau) arhosol.
3. Amnewidiwch eich gwerth(oedd) x yn y ffwythiant gwreiddiol (y= ___) i ddarganfod cyfesuryn(nau) y y pwynt(iau).
4. 
Differwch eto i ddarganfod . Os cewch rif defnyddiwch y canllawiau uchod i ddehongli eich ateb. Os cewch fynegiad yn x, amnewidiwch werthoedd x eich pwyntiau i ddarganfod natur bob pwynt.
5. 
Os yw  = 0 ar gyfer unrhyw bwynt defnyddiwch y dull profi uchod i brofi ai pwynt ffurfdro sefydlog ydyw.
6. Brasluniwch eich graff gan yn gyntaf blotio y pwyntiau arhosol, a’u ymuno i greu eich cromlin 
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Tangiad a Normal : Crynodeb							(uned 10)


Beth yw tangiad (Tangent) a Normal (Normal)?

       Tangiad yw llinell syth sydd yn cyffwrdd           Normal yw llinell sy’n berpendicwlar 
       cromlin mewn un pwynt yn unig.			(ar ongl o 90o i’r tangiad
           [image: ]

· 
Mae graddiant y tangiad yn hafal i graddiant y gromlin yn y pwynt dan sylw. Gellir cyfrifo graddiant y tangiad trwy ddarganfod  ar gyfer y gromlin, ac amnewid cyfesuryn ‘x’ y pwynt yn hwn.
· Gan fod y normal yn berpendicwlar i’r tangiad defnyddiwn     m1m2 = -1     (newid arwydd a throi y graddiant ben i waered) i ddarganfod graddiant y normal.
· Defnyddiwn yr hafaliad ar gyfer llinell syth, sef   y – y1 = m(x – x1) i ddarganfod hafaliad y tangiad neu’r normal 
  
Enghraifft:  Darganfyddwch hafaliad y	(a) tangiad 			(b) normal
      		i’r gromlin y = x2 – 5x + 9 yn y pwynt sydd a chyfesuryn x = 4


Ateb: 	   Yn gyntaf rydym yn darganfod 	->	  =  2x – 5

	   Amnewid y cyfesuryn x			->  	 = 2 x 4 – 5 = 3 
	   Er mwyn defnyddio y – y1 = m(x – x1), rhaid ein bod yn gwybod y cyfesuryn y
					y = x2 – 5x + 9
					y = 42 – 5 x 4 + 9  =  5  
	   (a)  Hafaliad y tangiad		(b)  Graddiant y normal		Hafaliad y normal	
  	    	y – y1 = m(x – x1)			   m1m2 = -1			 y – y1 = m(x – x1)

	     	y – 5 = 3(x – 4)			   m1 = 3			 y – 5 = (x – 5)


	    	y – 5 = 3x -12			   3m2 = -1			 y – 5 = x +  

	          y = 3x – 7 				     m2 =   			 Lluosi bob term â 3
		neu y – 3x + 7 = 0							 3y – 15 = -1x + 5
											 3y + x – 20 = 0
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Gwreiddiau : Crynodeb									(uned 6)

Ystyr y gair gwreiddiau (rotos) yw atebion i hafaliad cwadratig (neu bŵer mwy na 2). Gwreiddiau ffwythiant yw ble byddai’r graff yn croesi’r echelin x.

Enghraifft : Darganfyddwch wreiddiau y ffwythiannau canlynol:
(a)  	y = x2 – 2x - 8				(b)  	y = x2 + 6x + 9
	Gwneud e’n hafal i sero				Rhoi y = 0			
	x2 – 2x – 8 = 0					x2 + 6x + 9 = 0 
	(x – 4)(x + 2) = 0					(x + 3)(x + 3) = 0
	x – 4 = 0, x + 2 = 0					x + 3 = 0, x + 3 = 0
	  x = 4,  x = -2					  x = -3,  x = -3
	Bydd graff y ffwythiant yn croesi’r		Un gwreiddyn sydd felly mae’r graff yn
	echelin x yn	(-2, 0)  a   (4, 0)			cyffwrdd â’r echelin x yn (-3, 0)

    [image: ]                  [image: ]

(Gellid fod wedi datrys yr hafaliadau uchod hefyd trwy ddefnyddio’r fformwla ).

Mae hi hefyd yn bosibl i gael sefyllfa lle nad oes gwreiddiau o gwbl. Nid oes 

atebion pan fyddwn yn defnyddio y fformwla  gan y 
byddai’r darn b2 – 4ac yn negatif ac felly yn amhosibl i’w ail israddu.
Byddai hyn yn golygu fod graff ein ffwythiant byth yn cyffwrdd â’r echelin x.

Ateb cwestiynau arholiad sy’n ymwneud gyda gwreiddiau
Pan fydd y cwestiwn yn cynnwys y gair gwreiddiau y peth cyntaf y byddwch yn ei wneud yw ysgrifennu i lawr   b2 – 4ac. (sef y darn o’r fformwla sydd tu fewn i’r ail isradd). Byddwn wedyn yn creu unai hafaliad neu anhafaledd gan ddefnyddio’r canlynol:

		Gwreiddiau real gwahanadwy           	b2 – 4ac > 0
		Gwreiddiau real				b2 – 4ac ≥ 0 
		Dim gwreiddiau real				b2 – 4ac < 0
		Gwreiddiau hafal				b2 – 4ac = 0

Symleiddiwch eich anhafaledd / hafaliad a datryswch ef. 
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Yr Ehangiad Binomaidd : Crynodeb			         		(uned 12)

Prif ddefnydd yr ehangiad binomaidd (binomial expansion) yw i ehangu (gwaredu cromfachau) mynegiadau sydd a phwerau uchel tu fas i’r cromfachau.

Awgrymir eich bod yn defnyddio’r triongl Pascal ym mhob cwestiwn lle mae hynny’n bosibl (ni ellir ei ddefnyddio mewn cwestiynau lle na roddir y pŵer i chi).
Er mwyn adeiladu’r triongl, cofiwch y tair llinell gyntaf, sef (1),  (1  1), a (1  2  1). Bydd gweddill y triongl yn hawdd i’w greu (er mwyn cael rhif rydych yn adio’r ddau rif sydd uwchben). Mae hefyd angen i chi gofio fod llinell gyntaf y triongl (yr 1) yn cyfeirio at bŵer 0, felly pŵer 1 yw’r ail linell ayyb.
Triongl Pascal:			1		pŵer  0
       1	   1		pŵer  1
     1   2   1		pŵer  2
   1   3   3   1		pŵer  3
 1   4   6   4   1	pŵer  4
						         1   5  10  10  5  1	pŵer  5

Cofiwch eich bod yn llinell gyntaf eich ateb yn rhoi bob term mewn cromfachau, ac yna eu symleiddio. Bydd patrwm pwerau eich termau yn mynd   (n)  (n-1, 1)  (n-2, 2) .... 

Os yw’r pŵer yn fawr gellir defnyddio’r ehangiad binomaidd a roir i chi yn y llyfryn fformwla 





        (a + b)n   =    an  +  an-1 b  +  an-2 b2  + ... +  an-r br  + ... +  bn              lle mae  = nCr =  
ond yn gyffredinol, mae defnyddio’r triongl yn haws.
	
Enghraifft:  
Defnyddiwch yr ehangiad binomaidd i ehangu (3 - 2x)5 gan symleiddio bob term.

Ateb:	 Wedi i ni greu ein triongl Pascal, bydd angen y llinell pŵer 5 arnom, sef 1, 5, 10, 10, 5, 1.
	 (3 - 2x)5 =  (3)5  +  (3)4(-2x)  +  (3)3(-2x)2  +  (3)2(-2x)3  +  (3)1(-2x)4  +  (-2x)5 
 		     =  243  +  (81)(-2x)  +  (27)(4x2)  +   (9)(-8x3)   +  (3)(16x4)   +  (-32x5)
		     =  243   -    162x     +    108x2      -      72x3       +     48x4      -   32x5        

Cwestiynau lle na roddir y pŵer
Mewn cwestiynau lle na roddir y pŵer i chi, bydd rhaid i chi ddefnyddio’r fformwla a roddir yn y llyfryn fformwla, sef:


(1 + x)n  =  1   +   nx   +    x2   +   ...   +    xr  
Fel arfer, nid oes angen i chi gynhyrchu unrhyw dermau sydd â phwerau uwchlaw 2, ond trwy ddilyn y patrwm a roddir uchod	gellir gweld, mai’r term x3 fyddai:

			x3 	  		         			   

Mae llawer iawn o enghreifftiau ar ddiwedd yr uned (cwestiynau arholiad o’r gorffennol)
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Syrdiau : Crynodeb  								(uned 2)

Enghreifftiau
1.  Ysgrifennwch bob un o’r canlynol yn y ffurf √a
(a)    √3 x √5  				(b)  (√2)3				(c)  5  x √2
     =   √15					     =  √(23 )				 = √25 x √2
     =	√8				 = √50

2.  Symleiddiwch y rhain:
(a)    √18				(b)   √48			neu  √4 x √12
     = √9  x  √2			     = √16 x √3  		      =	 2 x √12
     =  3  x  √2			     =   4  x  √3		      =   2 x √4 x √3 		      
     =   3√2 				     =	  4√3			      =   2 x  2 x √3   = 4√3

(c)  √2 x √32	   		(ch)  √5 + √5 				(d) 6√7 - 2√7
     =   √64  				         =  2√5				     =	4√7	

(dd) 5√2 - √2			(e)     √50 +  √8	    			(f)   √3 (5 + √15)	
	=  4√2			    = √25 x √2 + √4 x √2			      =  5√3 + √45
    =    5√2    +   2√2			      =  5√3 + √9 x √5
    =       7√2				      =  5√3  +  3√5

3.   O wybod bod a = 3 + 5√2 ac mae c = 4 - 7√2, darganfyddwch werth 
(a) a + c		 (b) ac		 (c) a2 		  (ch)  a – c

(a) a + c			(b)  ac				   (c)  a2    
 = 3 + 5√2 + 4 - 7√2	   =  (3 + 5√2)(4 - 7√2)		     =  (3 + 5√2)(3 + 5√2)
 = 7 - 2√2			   =  12 - 21√2 + 20√2 - 35√4       =   9 + 15√2 + 15√2 + 25√4
   =  12   -     √2        –   35 x 2	     =   9  +  30√2 + 5 x 4
 (ch) a – c			   =  12   -  √2   -70		     =   9  +  30√2 + 20
= 3 + 5√2 - (4 - 7√2) 	   =   -58 - √2			     =   29 + 30√2
= 3 + 5√2 – 4 + 7√2
= -1 + 12√2

4.   Dangoswch bod (3 + 5√7)(3 - 5√7) yn rhif cymarebol, a darganfyddwch ei werth.
	(3 + 5√7)(3 - 5√7)    =   9 - 15√7 + 15√7 -25√49
				     =   9 – 25 x 7		=  9 – 175 	 =  -166
Gellir ysgrifennu -166 fel ffracsiwn ( -166/1) felly mae’n rhif cymarebol.


5. Rhesymolwch yr enwadur a symleiddiwch bob un o’r canlynol:
(a)   10		(b)   2  		(c)     4   .			(ch)	5√2 + 7       
      √2   		      √10		       3√10				    √3

  =   10  x √2 	  =    2   x √10	  =     4   .  x  √10		    =	5√2 + 7  x	√3 
      √2     √2	      	      √10    √10	       3√10      √10			    √3		√3
  =  10√2		  =  2√10		   =  4√10			   =   5√6 + 7√3
        √4		      √100		      3√100				   √9

  =  10√2		   =  2√10		   =   4√10			   =   5√6 + 7√3
         2		         10		       3 x 10				    3

  =   5√2		   =   √10		   =   4√10
				5		          30



6. Rhowch enghraifft o ddau rif anghymarebol, ‘ p ’ a ‘ q ’ lle mae:
(a) eu lluoswm yn gymarebol			(b) eu lluoswm yn anghymarebol
(c) eu cymhareb yn gymarebol			(ch) eu cymhareb yn anghymarebol
(d) eu swm yn gymarebol			(dd) eu gwahaniaeth yn gymarebol
 
Atebion:  Mae nifer o atebion cywir i’r cwestiynau yma. Mae’r canlynol yn rhai atebion posibl:
(a) p = √20,   q = √5		pq = √20 x √5   =  √100   =   10	(Cymarebol)

(b) p = √5  ,   q = √2		pq = √10 					(Anghymarebol)

(c) p = √20,   q = √5		p = √20   =  √4   =   2			(Cymarebol)
					q     √5

(ch) p = √30,   q = √5		p = √30   =  √6  				(Anghymarebol)
					q     √5

(d) p = 2 + √5  ,   q = 2 - √5		p + q = 2 + √5 + 2 - √5   = 4 	(Cymarebol)

(dd) p = 7 + √5  ,   q = 3 + √5		p - q = 7 + √5 – (3 + √5)   
        = 7 + √5 – 3 - √5   =  4 	(Cymarebol)
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